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O FUNKCICH

Obsah

Nezbytné nutné kapitola, kterou musite znat pro studium limit, derivaci
a integralu. Zaklad, bez kterého se neobejdete.

Nejprve se seznamite se vsemi typy funkci, které budete potiebovat,
a které je nutné znat, a také s pojmy definicni obor funkce a obor hodnot
funkce. Poznatky z této kapitoly absolvent stfedni skoly uz ziejmé zvlada,
presto doporucuji uvodni kapitolu peclivé projit a prostudovat.

Co musite umeét

Nemusite umét témeér nic, kromé séitani, odéitani a dalsich zékladnich
dovednosti.
Vse ostatni vas naucim ja.
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Co je to funkce

V této kapitole Vas chci seznamit se vSemi funkcemi, které muzete ve
svém matematickém zivoté potkat. Jedna se o funkce, kterym se tika ele-
mentarni. Existuji i jiné, ale s témi se (skoro jisté) nesetkate.

Elementarnich funkei je nekoneéné mnoho, takZze popsat kazdou zvlast
je nemozné. Zavedu systém (tfidéni) funkei do 4 prihradek.

Tim se cela problematika funkeci velmi zpiehledni. Nejprve si ale musime
vysvétlit, co to funkcee je.

V odborné literatute se doctete, ze funkce f je takové zobrazeni z mnoziny
A do mnoziny B, které kazdému x z mnoziny A pfifadi jednozna¢né (préve
jedno) y z mnoziny B.

Tak je to spravné, ale nékomu to nemusi byt ptili§ srozumitelné.
Funkci si predstavujte jako ¢ernou sktinku do které z jedné strany vhodite
¢islo, a podle jistého navodu (predpisu) vypadne z druhé strany jiné ¢islo.
Ptedpis je jednoznacny, cerna skiinka tedy nevaha, nerozhoduje se jaké
¢islo vyhodi, ma jen jednu moznost.

Priklad:
flr)=2"+1

Toto je funkce, kterd vezme cislo x, vynasobi jej samo sebou a pricte k
nému jednicku.
f2)=22+1=5

To je ta nase cerna skiinka, do které hodite cislo 2, a nésledné vypadne
¢islo 5. Cislu 2 tedy pritadime ¢islo 5, funkéni hodnota v bodé 2 je 5.

fA)=42+1=17

Kdyz hodite do skifniky éfslo 4, tak vypadne éislo 17. Cislu 4 tedy piifadime
¢islo 17, funkéni hodnota v bodé 4 je 17.

f(=3)=(=3)>+1=10

Jestlize vhodite ¢islo -3, vypadne ¢islo 10, funkéni hodnota v bodé -3
je 10.
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Graf funkce

Graf funkce je obrazek, ze kterého muzete o funkci ziskat néjakou predstavu,
vidite jeji vlastnosti a vyctete funkéni hodnoty. Na vodorovné ose jsou hod-
noty x, na svislou osu vynasime funkéni hodnoty, f(x).

Priklad: f(z) =2+ 1

Poznamka:

i)

4 X
Tato “klikatice” nemuze byt grafem zadné funkce, protoze bodu = = 4

bychom mohli pritadit miniméalné tfi hodnoty a my vime, ze funkce musi
byt jednoznacna!



Petr Sedivy www.e-matematika.cz Sedivé matematika

Defini¢éni obor a obor hodnot

Defini¢ni obor funkce je mnozina vsech ¢isel, které do ¢erné skifnky muzeme
vhodit, aniz by se porouchala.
Defini¢ni obor funkce f znacime Dy.

Priklad:
flz)=a2*+1
Libovolné ¢islo mohu umocnit na druhou a pak pricist jednicku, neexis-
tuje tedy zadné ¢islo, které bychom do skiinky nemohli vhodit.

D;=R

R je mnozina vSech realnych ¢isel, nékdy také piSeme misto pismene R
interval (—o0, 00)

Priiklad: 4
fla) = ——

Tato funkce uz neni tak snésenlivd. Nesmime totiz délit nulou! Proto

r#3,a

Dy =R\ {3}, neboli D;=(—00,3)U(3,00).

Priklad:
3x—2

f(m):x2—6x+8

I zde si musite dat pozor, abyste nedélili nulou. Hleddame proto takova z,
pro kterd plati 22 — 62 + 8 = 0 a tato ¢isla z definiénfho oboru vylouéime.

Resime tedy kvadratickou rovnici, coz jisté kazdy umi, ale pro jistotu
pripominam:

nejprve se spocita tzv. diskriminant | D = b — 4ac|.
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Cisla a, b, ¢ jsou ¢isla z kvadratické rovnice (a je éslo u 2%, bje u x a ¢ je to
zbyvajici), tedy a = 1, b = —6, ¢ = 8.

D=(-6)2-4-1-8=36—-32=4

Kofeny kvadratické rovnice (hledand z, pro kterd 2% — 6z + 8 = 0) jsou

dany vzoreckem |z = %ﬁ.
6+v4 6+2
€T = prnd
1,2 9 9 )
6+2 8 6—2 5
€T = —e - = = —— - = .
1T Ty T T Ty T

Muzeme si udélat zkousku. Pro g(z) = 2? — 6z + 8 mdme
g(2)=2>—-6-2+8=4—-12+8=0

g(4)=4*>—-6-4+8=16—24+8=0.

Cisla 2 a 4 tedy nemtzeme vhodit do éerné skifiiky, protoze bychom délili
nulou. Proto plati:

Dy =R\ {2;4}, neboli D;=(—00,2)U(2,4)U(4,00).
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Obor hodnot funkce je mnozina vsech téch cisel, ktera z cerné skiinky vy-
padnou, kdyz tam nahézime cely defini¢ni obor.
Obor hodnot funkce f znacime H.

Priiklad: Urci obor hodnot funkce
flr)=2"+1

Urcit obor hodnot je obecné tézké, musime totiz urcit nejmensi a nejvetsi
hodnotu, kterd z ¢erné skiinky muze vypadnout.

To se naucime az v kapitole o vyuziti derivaci a prubéhu funkce. V tomto
prikladé to ale pozname.

22 je totiz vidy kladné. Nejmensi hodnota, které muze nabyt, je nula.
Proto nejmensi ¢éfslo, které z cerné skifiiky s napisem 2 + 1 vypadne, je 1.

Nejvétsi hodnota této funkee neexistuje. Cim veétsi éislo do skifiky vhodime,
tim veétsi ¢islo vypadne.

H =< 1, OO)

Poznamka:

Definice defini¢niho oboru a oboru hodnot maji za cil jediné - abyste je
pochopili. V této podobé je jisté v zadné ucebnici nenajdete. Slouzi hlavné
k vysvétleni a pochopeni, a to i za cenu mensi presnosti a korektnosti.

Posledni, co bych chtél pred vyctem konkrétnich funkei pfipomenout,
jsou nékteré zakladni vlastnosti funkei, které muzeme vysetiovat.
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Monotonie

Prvni zékladni vlastnosti je monotonie funkce. Monotonii myslime otézku,
zda je funkce rostouci nebo klesajici.

Definice. O funkci fekneme, ze je rostouci na intervalu I, jestlize pro kazda
xr1,T9 € I, x1 < 9 plati, ze také f(x1) < f(xq).

Vysvétlujici douska: Pokud do funkce hazime vétsi a vétsi cisla, tak vy-
padéavaji vetsi a vétsi hodnoty.

Pohybujeme-li se po grafu tak, jak je obvyklé (tedy zleva doprava), pak
graf mifi porad vys a vys (roste).

Priklad:

i

/
/

/ rostouci funkce
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Definice. O funkci fekneme, ze je klesajici na intervalu I, jestlize pro kazda
T, 9 € I, 1 < xo plati, ze naopak f(zq) > f(x).

Vysvétlujici douska: Pokud do funkce hazime vétsi a vétsi cisla, tak vy-
padavaji mensi a mensi hodnoty.

Pohybujeme-li se po grafu tak, jak je obvyklé (zleva doprava), pak graf
mifi porad niz a niz (klesd).

Priklad:

S

Fx)

klesajici funkce
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Definice. O funkci fekneme, ze je neklesajici na intervalu I, jestlize pro
kazdd xq1, 20 € I, 1 < xg plati, ze f(x1) < f(xg).

Vysvétleni: Funkce tedy neklesa, ale nemusi rust!

Priklad:

i)

/ neklesajici funkce
f - nenf{ ale rostouci!

Definice. O funkci fekneme, Ze je nerostouci na intervalu I, jestlize pro
kazda x1,me € I, 11 < xo plati, ze f(x1) > f(x2).

Vysvétleni: Funkce tedy neroste, ale nemusi nutné klesat!

Priklad:

ix

\ nerostouci funkce

- neni ale klesajici!
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Poznamka:
i)
- tato funkce je klesajici na inter-
valech (—o0,3) a (3, 00)
ale nenf klesajici na intervalu (—oo, 00)!
'FI:4:I ................;.....: 2 < 4 ale f(2) < f(4)
_
fiz)
Poznamka:
Fix) - tato funkce je klesajici na inter-
valu (—00,00), i kdyz na celém in-
. tervalu neni spojita (“je pretrzend”)
™
R Pozn: Presnou definici spojitosti
naleznete v nékteré z nasledujicich
kapitol.

10
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Omezenost

Definice. O funkci f tekneme, ze je omezend zdola na intervalu I, jestlize
existuje néjaké c¢islo K takové, ze pro vsechna x € [ je f(z) > K.

Vysvétleni: Piedstavujeme-li si stdle funkci jako ¢ernou skifniku, tak at do
ni vhodime cokoliv, vzdy vypadne ¢islo vétsi nez néjaké K nebo rovné K.
Nemuze tedy vypadnout hodnota mensi.

Priklad: Rozhodnéte, zda je omezend funkce:
flz)=a"+1

Uz jsme si tikali, ze nejmensi hodnota, kterou z této funkce muzeme
ziskat, je 1. Je tedy zdola omezena a K = 1.
(jeste ale také muze byt K = 0, nebo K = —1, K = —17, ... stadi ale, ze
takové K existuje).

Graf funkce vypada takto:

fix)

funkce omezena zdola

11



Petr Sedivy www.e-matematika.cz Sedivé matematika

Definice. O funkci f fekneme, Ze je omezend shora na intervalu I, jestlize
existuje néjaké ¢islo K takové, ze pro vsechna x € I je f(z) < K.

Vysvétleni: Po vhozeni libovolného ¢cisla do funkce, vzdy vypadne éislo
mensi, nez néjaké K nebo rovné K. Nemuze tedy nikdy vypadnout hodnota
vetsi.
Priklad: Rozhodnéte, zda je omezena funkce:

flz)=—2*+7

Cislo 22 je vidy vétsi nebo rovno nule, proto &fslo —a? je vizdy mensi
nebo rovno nule. Tudiz:

flx)=—2"+7<7 prokazdé z € R
Funkce je omezend shora.
fiix)

funkce omezend shora

12
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Prostota

Dalsim dulezitym pojmem je prostota funkce.

Definice. O funkci f(x) fekneme, ze je prostd, plati-li, ze pokud x; # w9,

pak f(z1) # f(x2).

Jinak zapséno, jestlize f(x1) = f(x2), pak také z; = xs.

Vysvétlujici douska: Funkce je prostd, jestlize kazda hodnota z H(f) je
prifazena jen jedenkrat. Tedy jen jednomu c¢islu z definiéni oboru.

Vhodime-li do nasi cerné skiinky dvé ruzna ¢isla, tak musi vypadnout
dvé ruzné hodnoty.

Funkce f(z) = x? neni prostd, protoze dvéma riznym &islim piiradi
stejnou hodnotu.  f(—3) =9 ale také f(3) = 9.
Jedna hodnota (y = 9) z oboru hodnot je prifazena dvéma ruznym ¢islum
(x1 = —3, x2 = 3) z defini¢niho oboru.

13
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Sudost, lichost

Suda funkce

O funkci f(z) fekneme, Ze je sudd, pokud funkéni hodnoty pro cisla
opacna jsou stejné. Nezdlezi na znaménku cisla x.

Zapisujeme f(x) = f(—x).
Pokud do ¢erné skiinky vhodime napt. ¢islo 2, tak vypadne stejna hod-
nota, jako kdybychom vhodili ¢islo —2.

Priklad:

el

Graf sudé funkce je osové soumérny podle osy y.

14
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Licha funkce

Funkéni hodnoty liché funkce pro ¢isla opaéna uz nemusi byt stejné, ale
lisf se jen znaménkem.

Zapisujeme f(x) = —f(—x).
Pokud do ¢erné skiinky vhodime napft. ¢islo 2, tak vypadne hodnota lisici
se jen ve znaménku od hodnoty, ktera vypadne po vhozeni ¢isla —2.

Priklad:

)

Graf liché funkce je stfedové soumérny podle pocatku.

Zaver:

Vysvétlili jsme si tedy zakladni vlastnosti funkci, které budeme nadale
casto pouzivat.

Nyni k jednotlivym typum funkci.
Existuji jen 4 velké skupiny funkeci. Vsechny ostatni vzniknou jejich s¢itanim,

odéitanim, nasobenim, délenim a skladanim.
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