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LIMITA POSLOUPNOSTI

Uvod:
Kapitola, kde poprvé narazime na nekonec¢no. Argumenty posloupnosti rostou nade vSechny meze

a zkoumame, jak vypadaji hodnoty posloupnosti. V kapitole se seznamite se zakladnimi typy limit a

pocetnimi technikami, které vedou ke spravnym vysledkdm.

Co je pot Feba um ét:
‘ Bez znalosti elementarnich funkci se v této kapitole neobejdete.

Posloupnosti zname, posloupnost je funkce, jejfind@i obor je mnozinairozenychcisel.

1
PF-. ==
.8, n
1 1 = 1
=1 ===0,5 === 0,3 g=== 0,25...
& & 5 & 3 a, ]
Muzeme udit libovolny clen. Styclen posloupnosti jia,, :1—30: 0,01

Nyni nas ale zajima, jak vypadaiény posloupnosti, kdya (ozna&ujici n-ty ¢len) roste nade vSechny
meze, tedy do nekotiea.
NaSe posloupnost je klesajici, kaitgn je mensi nez terrgdchozi, vidime tak, Z8eny se neustale

zmenSuji.
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Blizi se k nule a5, = 0,001  @,,0= 0,000

y . o .. L .1
Rekneme, Ze limita naSi posloupnosti je nula; zg@msalima, =lim —=0

n-oo naoon

DEFINICE

Presna definice vypada takto:

Rekneme, Ze posloupnastma limitu A, jestlize:

Oe>0 O ;n>n = |g- A<e

Vysvétlujici douska

(na naSem (Fikladu)
1
== A=0
& n

TakzeOe>0 [, ;n>n, |g|<e¢

Sediva matematika

Cesky: pro libovolrs malégislo € (které je ¥t3i nez nula) existuje indexgjakéislo) takové, ze

vSechnyleny posloupnosti s vys§Sim indexem jsou od hodnatg vzdaleny ménnez dance.
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Pi.  Nekdo nam da nafpe :%

Hledam indexn, takovy, ze vSechny nasledujici prvky poslouphasibu v intervall(—%;l—loj
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Zajimang, kdya, <& —<—
J ya, n 10
To plati pron>10 n, =10
Pro ¢ L je z’ejme n, =100
100 k

Tedy obec# n, :%

Ar je tef’ € libovolné, n, vzdy najdu. Protclimlzo
n
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Vidime, Ze hodnoty se bliZi neustale k j&ui

im——=1
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Diikaz
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Hleddmn,, aby|a,-1<e = a,0(0,9; 1}

n 9
—>— = n,=9
n+l 10
szi:0,01

100

Tak chceme, aka, 0(0,99; 1,0)

i>£ — n0:99
n+l 100

Obecw ¢ = chcemea, O(1-¢;1+¢)

——>1-¢ = n>(n+Y(ke) = n>nt+ telnre =
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1-¢
= gh>1-¢ = n>——
&

Proton, = 1-e
A je £ libovolné, vzdy najd n,.

Proto Iimlzl
n-on+1

V obou gredchozich fipadech byla limita §jaké realné&islo. Rikame, Ze limita jelastni.

a=1 a=2 a=3 ... a,= 10 a,= U

. lima, =co
Vidime, Ze hodnoty naSi posloupnosti se neustaisaj. Rikame, 2e“ﬂ°°a“

DEFINICE
a_ je posloupnosilima, = oo

PokudOK >0 [h,; a,>K

Vysvétlujici douska

Hodnoty posloupnosti majiist do nekonéna, nade vSechny meze. Takze kdyz &kido da libovolr
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velkécisloK. Tak od uéitého indexu musi hodnoty posloupnosti b§tsv nezK. Pokud dokazu

takovy index najit pro kazde, pak limita jec.

Pro K =100 je z'ejme¢ n, =100 protozea,,, =100
pron>n, =100 je a, > K

Pro K =1000 je n, =1000

lima, = o0

n- o
Protoze

K =100 sta’i n, =10, protozea,, =100
K =1000C je n, =100, protozea,,, =1000C

Takzen, =K
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P a,=-n+2

a=+1 a,=0 a=-1 ... a,=—- 8 ... 8a,=— 100... a,,

Zrejne lima, = —oo

n-oo

DEFINICE

lima, =-c pokudK [h,; a <K

n-oo

Pokud je limita posloupnosc nebo-, fikame, Ze limita j@evlastni

Limita posloupnosti ale nemusi existovat.

a=-1 a=1 a=-1 &=
Hodnoty posloupnosti osciluji. K Zadné hodree v nekon@u nebliZi - pgad skaou.

lim a, =neexistuje

n- o

Méjme dw posloupnosta, a b, . Pak plati:
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Véta

lim (a, +b,) = lim a,lim b,

n- oo N- oo

Pokud se oviem nejedn& o vy oo — oo

lim (1+Lj =lim E+Iim _n =0+1=1
n-on nee Nl =

Pr.  lim (n2 - n)
n-oo

Zde nelze #tu pouZzit.

lim (n2 - n) =lim r? =lim n=o0 —o0 =nevime!

n-oo Nn- o Nn- o

Obdobné ¥ta plati i pro sotin a podil limit.

Véta
lim (a, tb,) =lim a,0im h,

n-o

Pokud vyraz vpravo méa smysil.
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Véta

lim
jim| 2 | =pa "
n-={ b ] limb,

Pokud vyraz vpravo ma smysil.

Poznamka
V piedchozich stach se objevilagta: Pokud vyraz vpravo ma smysl. Co teg® znamena?
Véty plati pokud se nejedna a tzv. netd vyrazy.

Neurity vyraz je nap. Olco Neurity vyraz je to proto, Ze vysledkemure byt cokoliv. Nelze @it

(bez podrob#siho zkoumani) vysledek. Situaci objasnim na mhgieich gikladech.

lim(1h) =lim 1 0im n=0[ piitom alelim (& )= lim(1)=1

n- oo n-oo n- oo n- oo n-oo

jim (& 0h) = lim - (im n = 0@ piitom ale fim (& ()= lim = = 0

n-o n_.oon n - oo n-o n_.oon

lim (2 ®?)=lim 10im n? =00 alelim(2M?)=limn=c

n-o noo n- o n- o n- o

VSechny fi limity byly typu Oleo , ale vysledky jsouizné. Protatikdme, Ze vyraz je netity a Wty

nelze pouzit, protoz8lco mize byt skuté&né cokoliv.

» L . fislo
Dalsi neutité vyrazyjsou:%, 2 w-o, c'(s) O, 0, «°, Q°
(00]

dislo L
=0, owl[oo=00, kladnécisloloo =0,

Oproti tomu nasledujici vyrazy smysl mafa+o =,
(o]

zaporné&’isloleo = —oo

Nyni si projdeme jednotlivé limity podle typpodobr jako je to v kapitole O funkcich.
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|. MOCNINNE LIMITY

Jednd se o limity, kde se vyskytuji jen mocninnélgapnosti (funkce), tj. limity, kde neznama je jen

v zakladech posloupnosti (funkci), ale v moénsou jencisla! Nikdy ne neznama!

Rada nad zlato:

Rozhodujici je nejrychleji rostouci¢len-V ptipac mocninnych limit je tallen s nejvysSi mocninou!

Proto jej vzdy vytkneme. Jak toto pravidlo fungweidime v nasledujicichifkladech.

Pr.  limn°-n

n-oo

Pravidlo o limit rozdilu nelze pouzit.

imn=c limn=o

n-oo n- o
Odefitame od sebe dwnekonéna. Které nekon#o je ale ¢tsi?
Vzpomene si neadu. Nejdilezitjsi je clen s nejvySSi mocninou!

Protoze:

" a,=10

a,
b,=n h,=10

? = aio_blo= 9C

8,,,=10000 b= 100 = a,;- b= 99

proto pevaziclen n*, n’ roste rychleji nemn.

Pouziti rady pak vypada takto:

limn?-n=lim nz(l—ljzlim r? im (1—1j:oom:2

n-oo n- o n Nn- o Nn— o n
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5 . 4n*+5n-12
Pr.  lim———
n-»3n° — 6N+ 68

5 12
Im4n2+5n—12 n n°)_4
n-3n’ — 6N+ 68 M [é _6, 68) 3
n n
n-on+1 2
1 1 , n+2-n-1

R I R CE I T

V piipack, Ze mame limitu rozdilu, kde se vyskytuje odmoanipak ¥tSinou vyraz roz$ime stejnym

vyrazem, jen ten druhy bude s 6pgm znaménkem. VyuzZijeme tak vzorte— B)(A+ B) = A’ - B

PF. limvn+3-n

n-oo

iim vn+3 -v/n=lim (Vn+3-/n) \/\/:::ziﬁg_lntw:_gi_ 'n'annTg,Jr[n =

n-o n- o
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